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Ergdnzungen Symmetrie-Vorlesung
2. Symmetrie mit konstantem Punkt

Symmetrieoperationen (mathematische Beschreibung)

Mathematische Beschreibung von Punktsymmetrieoperationen

» Lagekoordinaten xi,y1,z1 — symmetriedquivalente Koordinaten x2,y2,2>

y
Xy
% SO
X
Y,
X2 @

» Symmetrieoperation = 3 x 3-Matrix, die mit (Spalten)-Vektor (x1,y1,21)
multipliziert, die Koordinaten des symmetriedquivalenten Punktes ergibt:

7 7 7 x1
7 7 7 n | =
7 7 2 7

X2



Ergdnzungen Symmetrie-Vorlesung
2. Symmetrie mit konstantem Punkt

Symmetrieoperationen (mathematische Beschreibung)

Drehung D: Mathematische Beschreibung

» kartesische Koordinaten

» 2-dimensionaler Fall: Drehachse L Blickrichtung

y
LING)
B
Y
r
a
X
r A
%2 @

» Koordinaten der beiden Punkte
1. xy =rcosf und y; = rsinf3
2. xp = rcos(a— B) und y» = —rsin(a — 3)



Ergdnzungen Symmetrie-Vorlesung
2. Symmetrie mit konstantem Punkt

Symmetrieoperationen (mathematische Beschreibung)

Drehung D: Mathematische Beschreibung

» Koordinaten der beiden Punkte
1. xy =rcosf und y; = rsinf3
2. xp = rcos(a— B) und y» = —rsin(a — 3)
> mit (s. Bronstein)
> cos(a — ) = cosacos B + sinasin 3
> sin(a — ) =sinacos 3 — cos asin 3
» folgt fiir die Koordinaten des tranformierten Punktes 2:
> xo =rcosacos + rsinasin 3 = xjcosa + y;sina
> yo = —rsinacos 3+ rcosasinf = —xj sina + y1 cos

» und damit fiir die Matrix im zweidimensionalen Fall:
cosa  sina X1 X2
—sina  cosa »n ¥
» und entsprechend in 3 Dimensionen:
cosa sina 0
—sina cosa 0
0 0 1



Ergdnzungen Symmetrie-Vorlesung
2. Symmetrie mit konstantem Punkt

Symmetrieoperationen (mathematische Beschreibung)

Matrizen der Basis-Symmetrieoperationen

Drehung D (Drehwinkel «) Spiegelung (m L z)

cosa sina 0 10 0
—sina cosa O 01 0
0 0 1 00 -1

Inversion |
(Punktspiegelung)
-1 0 0
0 -1 0

0 0 -1



Ergdnzungen Symmetrie-Vorlesung
2. Symmetrie mit konstantem Punkt

Symmetrieoperationen (mathematische Beschreibung)

Matrizen zusammengesetzter Symmetrieoperationen

» Produkte der Basis-Symmetrieoperationen

Drehungspiegelung S, (Drehwinkel «) Drehinversion 7 (Drehwinkel )
cosa sina 0 —cosa —sina 0
—sina cosa 0 sin —cosa O

0 0 -1 0 0 -1



Ergdnzungen Symmetrie-Vorlesung
3. Translationssymmetrie

Translation als Symmetrieoperation

Kristallstruktur, Motiv, Periodizitat

Def.: Eine Kristallstruktur ist eine 3-fach periodische Anordnung von Bausteinen
(Motiven) im 3-dimensionalen Raum. Die Periodizititslingen dieser
Anordnung diirfen nicht beliebig klein sein.

» Wegen der Periodizitat gibt es Parallelverschiebungen in bestimmte
Richtungen und mit bestimmten Langen, die Deckoperationen sind.

» Motive kdnnen Punkte, Figuren, Pflastersteine, Atome, Molekiile, lonen
usw. aber auch kontinuierliche Funktionen wie z.B. die Elektronendichte
sein.



Ergdnzungen Symmetrie-Vorlesung
3. Translationssymmetrie

Translation als Symmetrieoperation

Gitter, Translationsvektor

Def.: Eine Verschiebung, welche die Kristallstruktur mit sich selbst zur Deckung
bringt, nennt man Symmetrie- Translation dieser Kristallstruktur. Der
zugehdrige Verschiebungsvektor heit Translationsvektor (t).

> Wegen der Periodizitdt sind mit einem Translationsvektor alle seine
ganzzahligen Vielfachen ebenfalls Translationsvektoren.

Def.: Die unendliche Menge aller Translationsvektoren einer Kristallstruktur
nennt man das zur Kristallstruktur gehérende Vektorgitter oder Gitter. Die
Translationsvektoren nennt man Gittervektoren.



Ergdnzungen Symmetrie-Vorlesung
3. Translationssymmetrie

Translation als Symmetrieoperation

Analytische Beschreibung

» Koordinatensystem aus einer Basis a, b, c
(allgemein a;) von drei linear unabh&ngigen
Basisvektoren und einem Ursprung.

Def.: Eine kristallographische Basis a; (a, b, c) eines
Gitters heiBt primitive Basis, wenn ihre
Basisvektoren a; Gittervektoren sind und jeder
Gittervektor t als Linearkombination

Positionsvektor:

b ( b) (X) t
= a = (a
ey y t = tija; + thax + tzaz = (a1 az a3) to
. t3
Gittervektor: ( ) 5 mit ganzzahligen t; dargestellt werden kann.
t=ta+ thb= (a b ( )
& Def.: Das Parallelepiped, dessen Punkte die

Koordinaten 0 < x, y, z < 1 besitzen, nennt

'

r', x': nach Basistranformation X .
¥, %: nach Abbildung man eine Elementarzelle der Kristallstruktur.



Ergdnzungen Symmetrie-Vorlesung
3. Translationssymmetrie

Translation als Symmetrieoperation

Metrischer Tensor

» Der metrische Tensor (auch Fundamentalmatrix)

811 812 813
G=| g1 g» &=
831 832 833

mit den Skalarprodukten
> (ai-ax) = (ak, a) = gik = gki
> (allg: (a-b) =(b-a) = |a||b| cos(a, b))
> jeweils in [pm?]
erleichtert die Berechnung von Abstinden, Winkeln und Volumina der
Kristallstruktur sowie die Bestimmung von Abbildungseigenschaften (s.u.).
» Abstand: PQ = rpq: r2, = Zi«gi(qi — pi)(qx — px)
> Volumen der Zelle: V? = det(G)
» Die metrischen Tensoren des Gitters T und des zugehdrigen reziproken
Gitters T™ sind zueinander invers.



Ergdnzungen Symmetrie-Vorlesung
3. Translationssymmetrie
L Abbildungen |

Abbildungen: Symmetrieoperationen = Isometrien

Def.: Eine Symmetrieoperation (z.B. kristallographische Symmetrieoperation)
eines Gegenstandes (z.B. Kristallstruktur) ist eine Abbildung des Raumes
auf sich, bei der

> der Gegenstand in sich iiberfiihrt wird und
> alle Abstidnde invariant bleiben.

» Diese Abbildungen (Symmetrieoperationen) sind Isometrien, eine spezielle
Form affiner Abbildungen.

> Affine Abbildungen sind Abbildungen des Punktraumes auf sich, bei denen
parallele Geraden stets als parallele Geraden abgebildet werden. (Verzerrung
sind mdglich!)

> Isometrien sind affine Abbildungen, die alle Abstinde und Winkel
unverdndert lassen, sie lassen also alle Gegenstinde bei der Abbildung
unverzerrt.

» Die Menge aller Symmetrieoperationen (Isometrien) einer Kristallstruktur
heiBt die Raumgruppe dieser Kristallstruktur.



Ergdnzungen Symmetrie-Vorlesung
3. Translationssymmetrie

L Abbildungen |

Beschreibung von Abbildungen

v

Jede Symmetrieoperationen (W|w) (Seitz-Symbol) besteht aus einem

> Matrixanteil W (3x3-Matrix, vgl. Punktgruppen)
> Spaltenanteil w (Vektor fiir die Translation)

» Die Matrix (W, w) beschreibt die Transformation des Punktes x in den
Bildpunkt X:
Wi Wi Wi x wi b
Wi, Wzo Wi y |+ we | = ¥ | kurzx=(W,w)x
Wiz W Wi z w3 z

v

Jede affine Abbildung (W,w) |38t sich durch Nacheinanderausfiihren einer
Abbildung (W, 0) und einer Translation (I, w) entstanden denken:
(W,w) = (I,w)(W,0)

v

fiir die Kristallographie:

> unendlich viele Translationen (I, w) (mit ganzzahligen Tripeln w)
> endlich viele Matrix-Teile W (im 3-dimensionalen 48 Stiick)



Ergdnzungen Symmetrie-Vorlesung
3. Translationssymmetrie
L Abbildungen |

Notation in den International Tables A

» vereinfachte Darstellung dieser Matrizen in den International Tables Vol. A:

> Beispiele:

-1 0 0 %
1 )'(—l—%,j/—i—%,i—i—% bedeutet W = 0 -1 0 und w = ?
0 0 1 5

0 -1 0 0

2. }7,)’(+%,2+% bedeutet W = 1 0 O und w = L

0o 0 1 i

4



Ergdnzungen Symmetrie-Vorlesung
3. Translationssymmetrie
L Abbildungen |

Beschreibung durch (n+1)x(n+1)-Matrizen

X
» Erweiterung der Punktvektoren x zu 4er-Spalten y: y
z

1

» Beschreibung der Abbildung durch (erweiterte, geranderte, augmented)
4 x4-Matrixen:

%
(W,w) — W = w Y | nach: ): = w W
z
0 0 01 1 0 0 01

» 'Hintereinanderausfiihren’ von Symmetrieoperationen =
Matrizenmultiplikation (vgl. Punktgruppen) U = VW

U u Vv v w w

= N < X



Ergdnzungen Symmetrie-Vorlesung
L 3. Translationssymmetrie
L Abbildungen |

Abbildung von Vektoren

» Transformation von Punktkoordinaten: X = (W, w)x
» Vektoren r spiiren nur den Matrixanteil W:
F=(W,w)r=Wr

denn:
Xp Xq
> Xp = Ye | und Xq = Ya und damit fiir den Vektor PQ x4 —
zp zg
1 1
Xqg — Xp Ax
Xp = Ya—Yp _ Ay
Zqg— 2p Az
0 0
> Fiir jede reine Translation (I,t) gilt dann:
Ax tx Ax Ax
Ay B | ty Ay B Ay
Az |~ t, Az || Az

0 0 0 0]1 0 0



Ergdnzungen Symmetrie-Vorlesung

3. Translationssymmetrie

Basiswechsel

Ubersicht: Transformationen, Abbildungen, Basiswechsel

alte
Basis

(P,P)l

neue
Basis

Realraum

Punkt
X

Bildpunkt
X

X

*O

(Q.q)

Q.

X

(w,w)

()
x1

alte
Basis

(Q.Q)\L

neue
Basis

reziproker Raum

Punkt Bildpunkt
h h
Q) w ® X
(P.p) (P.p)
nO i ®r




Ergdnzungen Symmetrie-Vorlesung
3. Translationssymmetrie

Basiswechsel

Basiswechsel |: Transformation der Basisvektoren

» Basis a, b, c
» Transformation in neue Basis a’, b’, ¢’
> gleicher Ursprung: P
> Verschiebung: p
> zusammen: (@’ b’ ¢)=(a b c)P+p
> oder in der geranderten Matrix: P = (E '1))
P11 Pa Pz p1
Po Pn Py p
a b ¢ 0)=(a b ¢ 0
( ) =( ) P13z Px Pz p3
0 0 0 1
(Basis = Vektoren!)
» Transformation des metrischen Tensors
> real: G = P!GP
> reziprok: G* = QG*Q?

» Volumeninderung der Basiszelle: V' = det(P)V



Ergdnzungen Symmetrie-Vorlesung
3. Translationssymmetrie

Basiswechsel

Basiswechsel II: Transformation der Punktkoordinaten

» Positionsvektor: r = xa + yb + zc = (a b c) y
z

» Transformation der Koeffizienten des Positionsvektors:

x! x
Y| =Q(y|+a
z' z

> oder in der gerdnderten Matrix: Q =

7N\

Q gq
o 1

X’ Qu Qi Qi3 a1 X
y’ Q Qn Q3 g |y /
= oder kurz =
z/ Quz @3 Q3 g3 z X' =Qx
1 0 0 0 1 1

o _ o1 (P P)_[(Q" -Qq
> mitP=0Q _(o 1>_(o 1



e
Ergdnzungen Symmetrie-Vorlesung

3. Translationssymmetrie

Basiswechsel

Basiswechsel I1l: Realer/reziproker Raum

» kovariante GroBen tranformieren mit der gleichen Matrix
> mit P transformieren:

> Vektoren im Realraum (z.B. die Basisvektoren a;)
> Punkte im reziproken Raum (z.B. Millerindizes h, k, /)

» mit Q transformieren:
> Vektoren im reziproken Raum (z.B. die reziproke Basisvektoren a;*)
> Punkte im realen Raum (z.B. Punktkoordinaten x, y, z)
» Im Bezug auf die reale Basis kovariante GroBen sind in Bezug auf die
reziproke Basis contravariant.

Realraum reziproker Raum
Punkt Bildpunkt Punkt Bildpunkt
X X h h
alte % (W,w) S alte 2 W R
Basis O ® Basis O ®
®p| | Qa|  Qu (P.p) P.p)
neue neue
Basis | X O (W' W) ® 5 Basis | I O w @




e

Ergdnzungen Symmetrie-Vorlesung

3. Translationssymmetrie

Basiswechsel

Basiswechsel: 2-dimensionales Beispiel

o o o » Transformation der Basisvektoren mit der Matrix
1 -1 1
P=11 1 1
0 0 1
11
3 3 1
»Pm=0=|-1 1 o
0 0 1
> transformiert die Punktkoordinaten:
11 _q\ /1L _1
7, (Y
-z 3 0 2= 0
0 0 1 1 1

» Volumeninderung: V' = det(P)V hier det(P) =2



e
Ergdnzungen Symmetrie-Vorlesung

3. Translationssymmetrie

Basiswechsel

Basiswechsel: 2-dimensionales Beispiel

» Transformation der Basisvektoren mit_der
® ® ° 1 -1 1
gerdnderten Matrix P=[1 1 1
0 0 1
11
1 51 ? N
0 0 1
> Metrischer Tensor (z.B. fiir |a] = |b| = 3)

G' = PGP =
-1 1)\0o 9/\1 1

[3)6 )= 5)

Zellparameter: |a’| = |b’| = v/18 = 3v/2 = 4.24

1 1)\ (9 o 1—1)_

v



Ergdnzungen Symmetrie-Vorlesung
3. Translationssymmetrie
L Abbildungen Ii

Isometrien (W,w)

> Isometrien sind affine Abbildungen, die alle Abstinde und Winkel (und
damit auch Volumina) aller Gegensténde unverzerrt lassen.
» Bedingungen:
» Volumeninderungen sind durch die Determinante der Abbildungsmatrix W
bestimmt:
det(W) = £+1
(aber: nicht hinreichende Bedingung)
> hinreichend: Der metrische Tensor bleibt unverdndert:
G=w’Gw
(Eine Isometrie darf die Gitterkonstanten nicht veridndern).

» Alle reinen Translationen (1,t) sind Isometrien.
> Invarianten der Abbildung sind unabhingig von der Wahl des
Koordinatensystems (Basiswechsel):
> det(W)
> Sp(W)




e

Ergdnzungen Symmetrie-Vorlesung

3. Translationssymmetrie
L Abbildungen Ii

Beispiel: hexagonale Basis

o o o
> a=b# ¢y =120
2 —-Z 0
2 1210
»G=|-3 2@ 0 o "e3 0 o
o o ¢ 3/ o\ 2
1 -1 0 _1,2122‘0 1/2,1% 1,1/2,0
»W=|1 0 0];det(W)=1 o
0 1200 A
0 0 1 1
1 10\ /a2 -2 o)/t -1 0
»G=W'GW=|-1 0 0||-2 & o1 0 of=
0 0 1 o o ¢J\o o 1
1 10\ /2 -2 o0 & -2 0
22 22 — 22 2
-1 0 0|2 £ o|=|-2 & o0
0 0 1/\o o0 ¢ 0 0 ¢



Ergdnzungen Symmetrie-Vorlesung
3. Translationssymmetrie
L Abbildungen Ii

Typen von Isometrien |

I. eigentliche Symmetrieoperationen (1. Art) — det(W) = +1

> Identitdt (1; 1)
> W = | (Einheitsmatrix) und w = 0 (Nullspalte)
> x = X fiir alle Punkte
> Jeder Punkt ist Fixpunkt.
» Translationen T:
» W=1lundw#0
> Es gibt keinen Fixpunkt.
» Drehungen D und Schraubungen D,:

cos a sina 0| O
—sina cosa 0| O

W= 0 0 1|w
0 0 o1
> Der Drehwinkel « ergibt sich aus der Spur der Matrix W:
14 2cosa = Sp(W)
> Drehung D: w/ =0
> Schraubung Dp: w’/ #0



Ergdnzungen Symmetrie-Vorlesung
3. Translationssymmetrie
L Abbildungen Ii

Typen von Isometrien Il

Il. uneigentliche Symmetrieoperationen (2. Art) — det(W) = -1

» Inversion (I; T)
> W = —I, w beliebig
> Spiegelung des Raumes am Punkt %
> det(—1) = (-1)3 = -1
» Drehinversion
» Kombination von Drehung D und Inversion T
» Spiegelung und Gleitspiegelung
> Spiegelung (in einem geeigneten Koordinationsystem):

1 0 0
W= 0 1 0
0 0 -1

d.h. det(W) = —1, Sp(W) =1, W2 =1
(W)w)? = (W2(Ww +w) = (I[t)
Spiegelung: t = 0 (eine Ebene bleibt fest)
Gleitspiegelung: t # 0

vvyVvYyy



Ergdnzungen Symmetrie-Vorlesung
3. Translationssymmetrie

Gruppentheorie
Wiederholung: Gruppenaxiome

1. Eine Gruppe ist eine Menge & von Elementen g;, zwischen denen eine
Verkniipfung besteht, so dass jedem geordneten Paar gj, g genau ein
Element gx € & zugeordnet ist. (Abgeschlossenheit)

2. Die Verkniipfung ist assoziativ.

3. Es gibt ein Neutralelement e fiir das gilt:

egi =gie =g firalle g € &

4. Fiir alle Elemente g gibt es ein inverses Element g~ fiir das gilt:

gg =g 'g=e

> Anzahl der Elemente |&| der Gruppe &: Ordnung der Gruppe.
> Punktgruppen: endliche Gruppen
» Raumgruppen: unendliche Gruppen

» Ordnung k eines Elementes: g¥ = e

» z.B. vierzdhlige Drehachse: kK = 4

» Kommutative/Abelsche Gruppen: gigk = gkgi



Ergdnzungen Symmetrie-Vorlesung

3. Translationssymmetrie

Gruppentheorie

Gruppentheorie: ... angewandt (und bekannt ?)

Def.

Def.

Def.

Def.

Die Molekiilsymmetrie bildet eine endliche Gruppe, welche die
Punktgruppe ‘3 des Molekiils genannt wird.

Die Menge aller Symmetrieoperationen (Isometrien) einer Kristallstruktur
heiBt die Raumgruppe & dieser Kristallstruktur.

Die Punktgruppe B einer Kristallstruktur ist die Symmetriegruppe des
Biindels der Flachennormalen.
Die Menge aller Symmetrieoperationen einer Punkt/Raum-Gruppe, welche

einen Punkt festlassen, heiBt die Lagesymmetriegruppe & (Stabilisator)
diese Punktes.

> G ist eine Untergruppe von ‘B bzw. &.
> Punkte allgemeiner Lage: G = J (nur Identitit)



Ergdnzungen Symmetrie-Vorlesung
3. Translationssymmetrie

Gruppentheorie

Gruppentheorie: ... angewandt (und unbekannt)

> Die Menge aller Translationen einer Raumgruppe & nennt man die
Translationengruppe <.

> T ist eine Untergruppe der Raumgruppe.

> T ist Normalteiler T < &.

> Bei der Nebenklassenzerlegung (Coset decomposition) von & nach ¥
stehen in jeder Nebenklasse genau die Elemente, die den gleichen

Matrixteil besitzen. Jede Matrix W ist fiir ihre Nebenklasse
charakteristisch.

» Die Faktorgruppe /% ist isomorph zur Punktgruppe B.
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Ergdnzungen Symmetrie-Vorlesung

3. Translationssymmetrie

Untergruppen

Untergruppen

» Komplex aus &: beliebige Untermenge A = {a1, a2, ...}

» Komplexe, die die Gruppenaxiome erfiillen, sind Untergruppen von &:
H<o

> §) < & ist maximale Unterguppe von &, wenn es keine Gruppe £ gibt, fiir

die § < £ < 6 gilt.

Ist $ eine maximale Untergruppe von &, dann nennt man & eine minimale

Obergruppe von ).

v



Ergdnzungen Symmetrie-Vorlesung
3. Translationssymmetrie

Untergruppen
Bedeutung von Untergruppen in der (Kristall)-Chemie

. zur Beschreibung von
e statischen Molekiil /Kristallstrukturen (Strukturzusammenhinge)

1. Uberstrukturen/Ordungsvarianten
> Substitution symmetriedquivalenter Positionen durch verschiedene Elemente
» b.c.c. — CsCl; Diamant — Zinkblende
> partielle Besetzung symmetriedquivalenter Liicken
» f.c.c. — CdCly; h.c.p. — Cdl,
2. Verzerrungen (elektronisch, p/T-induziert)

> Jahn-Teller-Effekt/Peierls-Verzerrungen

> stereochemische aktive 'Lone-Pairs’

> Anderungen des Bindungstyps, z.B. Ausbildung kovalenter Bindungen
>

e dynamischen Effekten (Phasenumwandlungen, Zwillingsbildung)
1. Ordnungs/Unordungs-Uberginge (rekonstruktiv) (z.B. 8 — (’-Messing)
2. displazive Phasenumwandlungen (Bsp: Tief/Hoch-Quarz)



Ergdnzungen Symmetrie-Vorlesung
3. Translationssymmetrie

Untergruppen

Bedeutung von Untergruppen in der Molekiilchemie

> Die kristallographischen Punktgruppen der Molekiile sind entweder
Untergruppen der kubischen Punktgruppe %3% der Ordnung 48 oder der
hexagonalen Punktgruppe %%% der Ordnung 24.

» Beispiel: Substitutionsmuster oktaedrischer Komplexe:




Ergdnzungen Symmetrie-Vorlesung
3. Translationssymmetrie

Untergruppen

Klassifizierung von Untergruppen § der Raumgruppen

translationen-gleich (t)
» Ausdiinnung der Symmetrie innerhalb der Elementarzelle (W !)
» Translationengitter unverandert
> Ty =% und Pu < Pe
» d.h. gleiche GroBe der primitiven Elementarzelle
klassen-gleich (k)

» Fortfall von Translationssymmetrie (w)

v

d.h. VergroBerung der primitiven Elementarzelle

v

Gruppe und Untergruppe gehdren zur gleichen Kristallklasse

TH < %6 und Py = Pe
Spezialfall: isomorph (i)

> Gruppe und Untergruppe gehdren zum gleichen/enantiomorphen
Raumgruppentyp

\4

\4



Ergdnzungen Symmetrie-Vorlesung
3. Translationssymmetrie

Untergruppen

Maximale Untergruppen

Satz von Hermann (1929):

» Eine maximale Untergruppe einer Raumgruppe ist entweder
translationengleich oder klassengleich.



Ergdnzungen Symmetrie-Vorlesung
3. Translationssymmetrie

Untergruppen

Kodierung der Untergruppen in den International Tables: Bsp. & = Cmca

Maximal non-isomorphic subgroups
I [2]C222, (1;2;3:4)+ translationengleich
[2]C112;1/a (P21/c) (1;2;5;6)+

la [2] Pmcb (Pbam) 1;2;3;4;5,6;7;8 klassengleich
[2] Pbna (Pbcn) 1;2;3;4;(5;6;7;8)—{—(%, %,0) (gleiche konventionelle Zelle)

I1b none klassengleich

(vergréBerte konventionelle Zelle)

Maximal isomorphic subgroups of lowest index
llc  [3]Cmeca (a’ = 3a); [3]Cmca (b’ = 3b); [3]Cmca (¢’ = 3c)

Minimal non-isomorphic supergroups
| none translationengleich

Il [2]Fmmm; [2] 2a = a, 2b=b (Pmma); [2]Cmma (2c=c)  klassengleich



Erginzungen Symmetrie-Vorlesung
3. Translationssymmetrie
Untergruppen

t2-Symmetrieabbau Cmca — (222,

-0 0+ 3t0 03— -0 0+

e

2 1
-o[0+ 3+@[63- -O]|Oo+ 4 -
Eae —7
+0|03-  -0|o+ 3to|o%- 1 1
T+ @f- -O|o+ 1+0 oi- 4 I
T —7
-9|0+ 3+0|03- -0|e+ S 1
-0 O+ 1+@ 03— -0 O+ 4 T

3o 03— 1 ! I
-O|Oo+ -0|o+ 4 7
—
3+o|o3- 30| 03~ 1
oo+ 4
1
4
3+o | 03— EON
-0 O+ -0 O+




Ergdnzungen Symmetrie-Vorlesung
3. Translationssymmetrie

Untergruppen

Beispiel I: Symmetriestammbaum Diamant — Zinkblende

Element

1

_ C: 8a| « Wyckoff-Symbol

F 41/d32/m |23 m|— Punktlagensymmetrie

- - 0 |« x
Aristotyp Diamant
y 0

—Yy
0 [« z
translationen- — t2
gleiche Unter-
gruppe vom
Index 2 S:4a|Zn:4c

F43m |43m|43m

Hettotyp Zinkblende

INTSENTFNTN




Ergdnzungen Symmetrie-Vorlesung
3. Translationssymmetrie

Untergruppen

Beispiel Il: 'Stammbaum’ der Tetraeder-Raumnetzstrukturen A'MO,




Ergdnzungen Symmetrie-Vorlesung
3. Translationssymmetrie

Untergruppen

Beispiel Ill: Struktur von Bai1lngO3

a m(zsw(:)n o |
/$£ S\ 5 \5 D ),v
Ba() _;m @/ﬁ\& 7

ow \/O‘;’ \ - x‘ \\
b’ ‘&m’é' Al




Ergdnzungen Symmetrie-Vorlesung
3. Translationssymmetrie

Untergruppen

Beispiel Ill: Stammbaum Ballln603 — Antiperowskit (z.B. BazSnO)

Besetzung in Baz SnO (Antiperowskit-Typ): Sn Ba
Pm3m Ta: 0,0,0]
1
10 o0
3 0 1 o
0 0 1
1
P4/mmm
1
1 -1 0
2 11 0
o o 1
1
- - 1 111
P4 /mmm 15:0,0,0 |1b 0,0, 7 ld. 111
1
1-1 o0
2 101 o0
o o 1
1
- 11 I 1 2 ; 1 pe 202
P4 /mmm =00 fic $.1.0] [2£ 3.00] [k xxl] [4n:xLo] [16:00.3] 10 3.3.3] [oe: $0.3]
1
1 0\ [0
k2 1 -1 of|o
1
o 2)\1
1
o0l 0L Ilee T T I —7
14/mem [¢a: 00, L]ab: 0.1 Iser 1.2 2] [T6kxr0] [16i xx T uot x 3 +x7 [¢ct 0.3 .0] [8h:x T +x0]

Besetzung in Bayq/ngO3:  O(2) - 0o(1) In(2) Ba(4) Ba(1) Ba(3) (In(1)2) Ba(2)



Ergdnzungen Symmetrie-Vorlesung
3. Translationssymmetrie

Untergruppen

Symmetrie-Abbau und Domanenbildung

» Domanenbildung bei Phasen, die in Untergruppen kristallisieren

v

Zahl der Domanensorten = Index der Symmetriereduktion

v

translationen-gleiche Untergruppen (t)
> Zwillings- bzw. Viellingsdoméanen
> im Beugungsbild wird hthere Symmetrie vorgetiuscht
> z.B. Dauphinee-Zwillinge bei Quarz (P6222 — P3;21)
klassen-gleiche Untergruppe (k oder i)

> Antiphasendominen
> i.A. keine Auswirkungen auf das Beugungsbild

v



Ergdnzungen Symmetrie-Vorlesung
3. Translationssymmetrie

Untergruppen

Literatur zu Gruppe-Untergruppe-Beziehungen

e Erklarung und viele einfache Beispiele
» U. Miiller: Anorganische Strukturchemie, Kap. 18
e Referenzen fiir die Regeln nach Birnighausen

» H. Bérnighausen, Group-Subgroup Relations between Space Groups: a
Useful Tool in Crystal Chemistry. MATCH, Communications in
Mathematical Chemistry 9, 139 (1980).

» U. Miiller: Kristallographische Gruppe-Untergruppe-Beziehungen und ihre
Anwendung in der Kristallchemie. Z. Anorg. Allg. Chem. 630, 1519 (2004).

e im WWW

» E. Kroumova, J. M. Perez-Mato, M. I. Aroyo, S. lvantchev, G. Madariaga,
H. Wondratschek: The Bilbao Crystallographic Server: A web site with
crystallographic tools using the International Tables for Crystallography
http:www.cryst.ehu.es



e
Ergdnzungen Symmetrie-Vorlesung

3. Translationssymmetrie

Reziproker Raum

Reziprokes Gitter |

» Definition des reziproken Gitters:

> aa* =1 usw. und ab* = 0 usw.

> d.h. a* L b, c usw.
real
periodisch > Wegen
Raumgruppe X
Elementar—
zelle r=xa+yb+zc=(a b c)|y
0 a z
reziprok
) _p_ > und
nicht periodisch a*
Punktgruppe
(Laueklasse) r*=ha*+kb*+Ic"=(h k | b*
c*
Wigner-Seitz— .
O ele » beschreibt das Skalarprodukt:

" = hx + ky + Iz = hx

> den Abstand des Punktes x von der
Netzebenenschar h (Phasendifferenz).



e

Ergdnzungen Symmetrie-Vorlesung

3. Translationssymmetrie

Reziproker Raum

Reziprokes Gitter Il: Elementarzelle und Symmetrie

real
periodisch

Raumgruppe

o

Elementar—
zelle

reziprok
nicht periodisch

Punktgruppe
(Laueklasse)

Wigner-Seitz—
Zelle

Punktsymmetrie (Laueklasse)

Ursprung im Zentrum des reziproken
Gitters

Elementarzelle: Wigner-Seitz-Zelle
(Polyeder mit den Mittelsenkrechten
zwischen dem Ursprung und allen
benachbarten Gitterpunkten als
Flichen).

enthdlt genau einen reziproken
Gitterpunkt

= 1. Brillouin-Zone



Ergdnzungen Symmetrie-Vorlesung
3. Translationssymmetrie

Reziproker Raum

Reziprokes Gitter Il (rr* als Phase!)

e Beugung Photonen (Réntgen); e~ (E: [keV]); n
> positive Interferenz (Reflex) — Streuvektor s = reziproker Gittervektor r*
» M: Intensitdtsgewichtetes reziprokes Gitter
> F= Y0, fe2mi(n) — [ pxe™™ v

e Elektronische Strukturen e~ (E: [eV])
» LCAO (Blochsummen): ¢ =}, pje™*m
> mit: k=2

> k = 0: MO-Schema (M: AE: UV /vis-Spektroskopie)
> k beliebig: Bandstruktur E(k)

e Gitterdynamik Phononen (E: [meV])
» Elemente der dynamischen Matrix: Dy = \/%mkl S Vi oy /917

» mit: q: Wellenvektor
> q = 0: Schwingungsenergien (M: AE: IR/Raman-Spektroskopie)
> q beliebig: Phononendispersion E(q) (M: inelastische n-Streuung)



Ergdnzungen Symmetrie-Vorlesung
3. Translationssymmetrie

Reziproker Raum

Reziprokes Gitter IV

E (Molekdl) E-Dispersion (FK)
T

real A
periodisch
Raumgruppe 1.BZ
b Elementar—
zelle
0 a [ B _
reziprok \ Elektronen
[eV]
nicht periodisch o
2
Punktgruppe 3
(Laueklasse)
. . Phononen
Wi —Seitz—
O ele T (mev]
k Impuls
r -+ Wellenvektor

e Darstellungstheorie
> 'Lésung’ des E-Eigenwertproblems (Blockdiagonalisierung von H bzw. der
dynamischen Matrix D)

» Faktorgruppenanalyse: Ubergang vom translationssymmetrischen Fall
(Kristall, mit Dispersion) zum nichttranslationssymmetrischen Fall
(Elementarzelle, Molekiil, k = 0)



Ergdnzungen Symmetrie-Vorlesung
3. Translationssymmetrie

Faktorgruppen

Nebenklassenzerlegung; Faktorgruppen: Mathematisch

e Nebenklassenzerlegung (coset decomposition)

> Die Unterguppe $) einer Gruppe & () < &) bildet die erste Nebenklasse.

» Der Komplex g»$ mit einem Element g, das nicht in dieser Untergruppe
enthalten ist, bildet die zweite (hier linke) Nebenklasse.

> Aus einem Element gz aus &, das nicht in den obigen Nebenklassen
enthalten ist, bildet man den Komplex g3$), die dritte Nebenklasse.

> ... usw., bis alle Elemente aus & einer Nebenklasse zugeordnet sind
e Normalteiler (invariant subgroup)

» Fiir einen Normalteiler 91 liefern die rechte und die linke
Nebenklassenzerlegung die gleichen Nebenklassen.

e Faktorgruppe

» Die Nebenklassen einer Gruppe nach einem Normalteiler 9t bilden eine
Gruppe, die Faktorgruppe § ('Symmetrie der Symmetrie’).



Ergdnzungen Symmetrie-Vorlesung
3. Translationssymmetrie

Faktorgruppen

Beispiel: Nebenklassenzerlegung der PG des Quadrates (&) nach {1,2} ()

m | m,

v

6 ={1,2,4.,4_,my,my,my,m_} (PG: 4mm) N

2N = {1,2} (1. Nebenklasse) und Normalteiler

> aus 44 (nicht in M) durch Multiplikation mit {1,2} — {44, 4-F (2
Nebenklasse)

> aus m, durch Multiplikation mit {1,2} — {m,, my} (3. Nebenklasse)

» aus my — {my,m_} (4. Nebenklasse)

v

» Gruppentafel der Nebenklassen:

| || {172} | {4+74—} | {mxvmy} | {m+,m_} |
1.2} L2} | (4.4 | {momy) | {mom )
{4+74*} {4+74*} {1v2} {m+7m*} {mxvmy}
{momy} || {momy} | {mem-} | {12} {44,4-}
{fmem } )| {my,m} | {memy} | {44,4} {1,2}

= Gruppentafel des Rechtecks (PG: 2mm); mit {1,2} = N als

Neutralelement
» Die Faktorgruppe, d.h. die Gruppe der Nebenklassen von 4mm/2 ist
isomorph zur Symmetriegruppe des Rechtecks (2mm).



Ergdnzungen Symmetrie-Vorlesung
3. Translationssymmetrie

Faktorgruppen

Faktorgruppe einer Raumgruppe im Normalteiler ¥

e kristallographisch
> Die Translationengruppe T (Elemente: (I,t)) ist Normalteiler jeder
Raumgruppe &.

> Bei der Nebenklassenzerlegung von & nach ¥ stehen in jeder Nebenklasse
genau die Elemente (W|t’), die den gleichen Matrixteil W besitzen.

> Diese Nebenklassen bilden die Elemente der Faktorgruppe §.

» Die Faktorgruppe hat die gleiche Multiplikationstafel wie die Matrixteile W
der Elemente jeder Nebenklasse. Die Faktorgruppe § ist damit isomorph
zur Punktgruppe ‘B.

> Die Translationengruppe % ist Neutralelement der Faktorgruppe!
e anschaulich

» 'Projektion’ der Kristallsymmetrie in die Symmetrie der Elementarzelle



Ergdnzungen Symmetrie-Vorlesung
3. Translationssymmetrie

Faktorgruppen

Faktorgruppenzerlegung: Anwendung

» Die irreduziblen Darstellungen (IR) von (l|t) sind eindimensional und von
ikt

der Form e

230 Raumgruppen
73 symmorphe Raumgruppen 157 nicht-symmorphe Raum-
(ohne Gleitspiegelebenen und gruppen (mit Gleitspiegelebenen
Schraubenachsen) und Schraubenachsen)

4| 8/2 \

(W|0) (Gruppe) (W|w) (!! keine Gruppe)
3

Da ¥ Normalteiler ist, sind die Matrixanteile W der Nebenklassen Darstellungen
der Faktorgruppe und der Punktgruppe (isomorph).

Beim Einwirken von (W|w) auf translationssymmetrische Objekte entstehen fiir
beide Raumgruppentypen Matrizen, die reduzible Darstellungen der Faktorgrup-
pe und der Punktgruppe sind.




Ergdnzungen Symmetrie-Vorlesung
3. Translationssymmetrie

Faktorgruppen

Darstellungstheorie: Anwendung
e Punktgruppen von Molekiilen (Wdh.)

» Die Sammlung der Matrizen, die die Symmetrien eines Molekiils
(Transformation von Abstidnden, Verschiebungsvektoren) beschreiben,
bilden eine reduzible 3N-dimensionale Darstellung der Punktgruppe.

» Die Sammlung der Spuren dieser Matrizen bilden eine reduzible
1-dimensionale Darstellung.

» Ausreduktion nach

2=+ S X(RN(R)

mit
R Symmetrieoperation
a; Haufigkeit der i-ten Darstellung
h  Gruppenordnung
X(R)  Charakter der reduziblen Darstellung bei R
xi(R)  Charakter der irreduziblen Darstellung i bei R
» +— irreduzible Darstellungen (Symmetrie der Normalkoordinaten).



Ergdnzungen Symmetrie-Vorlesung

3. Translationssymmetrie

Faktorgruppen

Darstellungstheorie: Anwendung (Forts.)

e Punktgruppen/Faktorgruppen von Kristallen

> 'Losung’ der Eigenwertprobleme bei Kristallen analog der der

Punktgruppen, insbesondere bei geringem Impulsiibertrag (z.B.

Untersuchung der Schwingungszustinde mittels IR/Raman-Spektroskopie).

» Analyse der Transformationsmatrizen nur der Elementarzelle

>
>

nur 'unverdnderte’ Atome tragen zur Spur der Matrix bei
Zahl wg "unverdnderter’ Atome ergibt sich aus der Ordnung von
Punktgruppe/Faktorgruppe (g/h) und der Ordnung der Symmetrieelemente
R nach:
_&8he
h gr
alle Matrizen dieser Atome (auf der Hauptdiagonalen) sind vom Typ
cos o sin o 0
—sina cosa 0
0 0 +1
flir w unverdnderte Atome ist die Spur der Symmetrieoperation R:

X(R) = wr(£1 4 2cos «)

WR



Ergdnzungen Symmetrie-Vorlesung

3. Translationssymmetrie

Faktorgruppen

Beispiel: Perowskit

O E 8G; 6, 6C; 3C; | 65,85 30, 60y

Sr1(a)|1 1 1 1 1 1 1 1 1 1| <m3m (h=48)

Tiib)|1 1 1 1 1 1 1 1 1 1| <m3m (h=48)

0:3(d)| E - 2C) 2G 2C)/C i 254 - on/20y 204| <= 4/mmm h=16)
30 1 1 21 3 1 0 1/2 1 mltwR—%g—gza”—g

wR 5 2 3 3 5 5 3 2 5 3 |

r 15 0 -3 3 -5 —15-3 0 5 3 |mit x(R)=wgr(£l +2cosa)

Aig +1 +1 +1 +1  +1  +1 +1 +1 +1  +1 X2+ y? 4 22

Ayg |+l 41 -1 -1 41 41 -1 +1 +1 -1

Eg +2-1 0 0 +2 +2 0 -1 +2 0 (222-x2-y?, x*-y?)

Tg |+3 0 -1 41 -1 43 +1 0 -1 -1|(R, R, Ry)

Tog +3 0 +1 -1 -1 +3 -1 0 -1 +1 (xy, yz, xy)

ALy +1 41 +1 1 41 -1 -1 -1 -1 -1

Aoy +1 41 -1 -1 41 -1 41 -1 -1 41

E, +42-1 0 0 42 -2 0 41 -2 0

T1y +3 0 -1 41 -1 -3 -1 0 +1  +1 (x.y,2)

Tou +3 0 41 -1 -1 -3 41 0 41 -1

Ausreduzieren: I = 4 Ty, (IR-aktiv) + Tou
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